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Funciones afin y cuadratica

Se

dice que la expresion ax+b es un polinomio de grado 1 (o lineal) ya que 1 es el exponente de la

variable y la funcion definida por f(x)=ax+b se denomina funcion afin (o lineal). La grafica de la funcion
afin es una linea recta no vertical.

AT,

1 esta funcidn da una recta.

Iy
Si representamos la sucesion T(n),
de los fosforos, se obtienen los
puntos que marcamos en la grafica
y observamos que éstos estan
alineados.

> Si utilizamos en vez de n
una variable real x,
° la representacién de 1T

Al El area del cuadrado de lado x es x? y su
namero que = perimetro es 4x.
corresponde al area de ‘ E
un cuadrado le resto cinco Por lo que la ecuacién queda de la siguiente
cuartos del numero que - forma:

corresponde a su perimetro.

5 5
Si resulta -6, ¢podré X?-—(4x) = -6 => x>-—(4X) = -6
. 4 &
determinar las
dimensiones del = X2 - 5x =-6
cuadrado?

Ecuacion de segundo grado o cuadratica

- . - 2 _ ] .
Si aplicamos la férmula b +Vb“ - 4ac para obtener las raices de una ecuacién de segundo grado (a= 1,

b=

-5y ¢=6), los valores resultantes, para nuestra ecuacion x? - 5x =-6, son x=2 y x=3. Hay dos cuadrados que

cumplen con la premisa dada, los cuadrados de lado 2 y lado 3.

Como podemos observar, la pardbola corta al eje x en x=2 y en x=3. Estos
valores son las raices que ya habiamos obtenido por métodos algebraicos. Las
raices nos permiten localizar los puntos de corte de la parabola con el gje x.

La expresion ax? + bx + c= 0 se dice
que es una ecuacion de grado 2 (o
cuadratica) y f(x)=ax*+bx+c se
denomina funcién cuadratica. La
grafica de la funcion cuadratica es una
parébola. Parabola Rock

Armenia. <
En este caso A = b?- 4ac >0

y a>0

Raices de la ecuacion x2-5x+6=0
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Ecuaciones cuadraticas

Grafiguemos algunas funciones de grado 2 a los fines de observar si las mismas cortan
el eje x en uno 0 mas puntos, o no lo cortan. Esto da una idea de como son las raices
s correspondientes a la ecuacion cuadratica.

f(x)=-x?-5x-7 y f(x)=(x-1)?
Ay A
——t——t—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—Hx +
A
+—— X
+ /\ Raiz de la ecuacion (x-1)> = 0
.y 2 . , , N .
La ecuacion -x -5x-7=0 no tiene raices reales. A=-3<0 La parabola toca un solo punto del eje x. A=0
—v2 —
y f(x)=x2-3x-4 \ f(x)= -(2x)%-2x
} } } 0 d %l } } —+—+X
/\ Raices de la ecuacion -(2x)%-2x = 0
1+
1 £
4t x
1 /\ Raices de la ecuacion x?-3x-4=0 4
A=25>0 A=4>0
Interesante:
Las ecuaciones y los conjuntos numéricos.
Inicialmente cuando sélo se conocian los nimeros naturales N: 0, 1, 2, 3,... X+3=5 Solucién x = 2
y se planteaban ecuaciones del tipo x + a = b, algunas de éstas podian 7 x4+5=2 No tiene solucién en IN
resolverse, es decir tenian solucién en el conjunto N, mientras que otras no.
De esta manera se crea el conjunto Z de los nimeros enteros: ..., -3, -2,
-2,0, 1, 2, 3,... donde tienen soluciones las ecuaciones del tipo x + a = b. 3x = 18 Solucién x = 6
Pero ahora se plantean ecuaciones de la forma ax = b. Como no todas tienen 7o =1 No tiene solucién en Z

solucién en Z, se construye el conjunto Q de los nimeros racionales o

fracciones, £ ,ab€Zy b # 0. Surgen ahora ecuaciones del tipo x2-a=0

a > 0 que no tienen solucién. De esta manera se crea el conjunto R de los

nimeros reales, donde estan nimeros como \2, Tty e. Pero no todas las x2-2=0 Sin solucién en Q
ecuaciones del tipo x2 + a = 0 tienen solucién en R. Finalmente se construye x2+1=0 Sin solucién en R
el conjunto C de los numeros complejos, donde todas las ecuaciones

algebraicas ax" +a,_yX""1 + ... + a;x + a5 = 0 tienen solucion.
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Partenén, Grecia.

G COR
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Rectangulo de oro

X*+Y_o
X

Para todo x
se verifica

1+\5
2

Q=

Construccion geométrica a partir de
un cuadrado de lado x

=1,618

El cociente del ancho de su fachada entre su altura
es aproximadamente igual a ¢. Esta misma relacion
existe en los lados de los rectangulos que se forman
con dos columnas consecutivas.

N [ <

Vitruvius, arquitecto romano (s. | a.C.) quien escribio el tratado
sobre arquitectura mas antiguo que se conserva, propuso
“para que un espacio dividido en partes desiguales resulte
agradable y estético, debera haber entre la parte pequefia
y la mayor la misma relacion que entre la mayor y el todo”.
Tratandose de segmentos lineales, Euclides habia definido
esta proporcion cuando introdujo el problema de “division
de un segmento en media y extrema razon”:

Se dice que un segmento esta dividido en mediay extrema
razon, cuando el segmento total es a la parte mayor como
la parte mayor es a la menor.

A a © b B
AB_AC . atb_a ;. b_a y-2
a2 a2 b

1+2=x, XF-x-1=0, x:# ~1,6180339887 = ¢

“>~] El nmero positivo que se obtiene como solucion de la

ecuacion de segundo grado x? - x - 1=0, se llama ntmero
de oro y se denota por phi (?) en honor a Fidias, arquitecto

del Partendn, quien lo utilizé en su construccion.




Ecuaciones de grado mayor que dos

Ademas de las ecuaciones de primer y segundo grado,

también podemos considerar ecuaciones de
0 mas, muchas de las cuales aparecen en
problemas.

grado 3,4, 5
diversos

¢,Cuadl es la longitud de la arista de

esta caja?

Aqui
se necesita
una caja cubica, de
tal manera que el
ndmero que corresponde
a su volumen sea igual a
la suma de los nUmeros
gue determinan las
areas de sus caras.

resulta:

1
Pero, en la situacion

Si llamamos x al nimero que
corresponde a la longitud de la arista,

x3 = 6x2
0=x3-6x2=x2(x-6).
Esta ecuacion tiene dos soluciones:
X; =X, =0yx;=6.

planteada s6lo

tiene sentido la raiz positiva X5 = 6.

Se dice que la expresion ax3 + bx2 + cx + d es un polinomio de
grado 3y la funcién definida por f(x) = ax3 + bx2 + cx + d
se denomina funcién polinémica de tercer grado.

Para resolver la ecuacién de tercer grado (llamada ecuacion cubica), se requirieron grandes
esfuerzos en la antigiiedad. Solo se pudieron resolver en ltalia a principios del siglo XVI en el
Renacimiento. En esa época se hacian apuestas proponiendo problemas sobre resolucion de
ecuaciones. En el afio 1494, Luca Pacioli (quien fuera maestro de Leonardo da Vinci) publico
un libro llamado Suma Aritmética, en donde sefialé6 que los matematicos todavia no habian
podido resolver la ecuacion cubica.

Otra situacién donde aparecen los polinomios de tercer grado.

En una fabrica de helados se vierte helado liquido en las barquillas,
para luego ponerlas a refrigerar.
Se desea determinar el volumen de helado que hay en una barquilla
a medida que se va llenando.
Se puede verificar que el volumen V de helado liquido que hay en
la barquilla cuando se ha llenado hasta la altura h, es:
V(h)= ﬂz h3
3H
donde R es el radio de la tapa de la barquilla y H su altura.
En este caso hay dos variables que son el volumen V (variable dependiente)
y la altura h (variable independiente). Como R y H son constantes la h
funcion V la podemos escribir de la siguiente manera:

2
V(= TR 1= an®
3H donde a es una constante.

Scipione del Ferro (1465-1526), catedratico de la Universidad de Bolonia, resolvio las

Luca Pacioli
matematico italiano (1445-1517).

cubicas del tipo

x3 + bx +c =0, pero antes de morir le revel6 el método a Antonio Maria Fior sin haber publicado su
solucidn. Por otro lado, Nicolo Fontana, mejor conocido como Tartaglia (el tartamudo), habia resuelto

las ecuaciones del tipo x3 +bx2 +c=0.

Tartaglia y Fior tuvieron una disputa, donde cada uno le propuso al otro resolver 30 problemas de

matemaiacradlia o0 aciones cubicas. Esta contienda matematica fue ganada por Tartaglia, quién los resolvio en el plazo

(1499-1557). fijado, mientras que Fior no resolvidé ninguno.
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Soluciones de ecuaciones cubicas

De manera similar al caso de las ecuaciones de primer y segundo grados, las soluciones reales (o raices)
de las ecuaciones de tercer grado son las abscisas de los puntos de corte de la gréafica de la funcion
f(x) = ax® + bxZ + cx + d con el eje x.

x+22=x3+6x°+12x+8=0 X (x2-6) = x° - 6x = O tiene tres raices  (x+6)(x-3i)(x+3i) = X>+6x2+9x+54= 0

f(x)=(x+2)° f(x)=x3-6x f(X)=(x+6)(x*+9)

X

Raices de la
ecuacion

\Raiz real de la

ecuacion

Raiz de la ecuacion

tiene una raiz real. reales distintas. tiene una raiz real y dos complejas.

i=\-1€C . i es la unidad imaginaria.

Interesante:

Observa que en las tres posibles situaciones siempre la cubica tiene al menos una
raiz real. Esto también acontece con cualquier ecuacion de grado impar. Con las de
grado par no ocurre esta situacion necesariamente, como lo has podido observar con

Raiz real de la ecuacién ax® + bx2 +cx +d =0

X:,i

la ecuacion de segundo grado como x2 + a = 0, cuando a es un ndmero positivo.

. Saltando la cuerda
Girolamo Cardano. Carlos Paez Vilaro.

Matematico y médico italiano : -
(1501-1576). Artista Uruguayo (1923- ).

En 1545, Girolamo Cardano publicoé un tratado sobre ecuaciones titulado “Ars Magna”, donde se
muestran por primera vez las soluciones de las clbicas dadas por Tartaglia, y las soluciones de
las ecuaciones de cuarto grado, llamadas cuarticas, descubiertas por otro matematico de la época
llamado Ludovico Ferrari (1522-1565).

ax3+bx2+cx+d=0
ax4+bx3+cx2+dx+f=0
Forma general de las ecuaciones de tercer y cuarto grado.

3 3
\2 (3ac - b)) . V- 2b° + 9abc - 27a%d + Va(3ac-b?)? + (-2b° + 9abc - 27a%d)?

Niels Abel
Matematico noruego
(1802-1829).

_ 3 3
3a  3a\[ 2b%+ 9abc - 27a%d +\/4(3ac-b?)? + (-2b° + 9abc - 27a%d)? 2\/2a

Observa lo complicado de esta formula. En la préactica se utilizan métodos de aproximacién de
raices.

INTERESANTE

A pesar de que en 1799 Gauss demostré la existencia de raices de una ecuacion algebraica, no fue sino
hasta la tercera década del siglo XIX, cuando el matematico Niels Abel demuestra que NO se pueden hallar
soluciones por radicales de las ecuaciones de quinto grado (quinticas), es decir, hallar una solucién que
involucre las operaciones de adicion, multiplicacién, potenciacion y célculo de raices con exponentes que
son enteros positivos, un numero finito de veces.
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Por ejemplo:

Funciones polindmicas

Asi como hablamos de funciones polindmicas de grados 1, 2, 3,
podemos considerar en general una funcién polindmica de grado n,
donde n es cualquier nimero entero no negativo.
Una funcién polinébmica en la variable x viene definida por

f(x)= a X" +a,_ (X" + . +a;x + ag
donde a,,a, ... a,,,a,son numeros reales llamados coeficientes.

Sia, # 0 se dice que f(x) tiene grado n.

Coeficlientes

N2 N v v

an +an_1 + ...+ al + ao

T T . T T
Términos

La expresion a x" +a,_1x"1 + ... + a;x + ay se llama polinomio con
coeficientes reales. Los sumandos son los términos del polinomio.

Funcién polinébmica

Variable Grado Coeficientes
Independiente

f(x) =8x + 1 X 1 8,1
fly)=y*-y+7=y*+0y> +0y* -y +7 y 4 1,0;0;-1; 7
g(2=5 z 0 5
gty=t*-6t2+t-1 ? ? ?

Operaciones con funciones polinémicas

En el conjunto de las funciones polinébmicas se definen las operaciones de adicion y multiplicacion. La
sumay el producto de funciones polinédmicas también son funciones polinémicas.
llustremos estas operaciones con dos ejemplos.

Adicion de funciones polinémicas

Para sumar las funciones polindmicas f(x) = 2x3 - x + 3x> y g(x)= 2x - x* + 1, se puede proceder de la siguiente

manera.:

Se ordenan los polinomios en forma decreciente con relacion f(x) = 3x° + 2x3 - x

al exponente de la variable.

g(x)= -x* + 2x + 1

Se colocan las funciones polinémicas una debajo de la otra, de tal

forma que los términos semejantes (aquellos en que la variable tiene

el mismo exponente) queden en la misma columna, completando con f(x) = 3x> + Ox*+ 2x3 + 0x?>- x+0
ceros o dejando en blanco los términos que faltan. gx)=0x° - x*+ 03+ 0x%+ 2x + 1

Al sumar los coeficientes de los términos semejantes, la funcién

polinébmica resultante es:

fX)+ gx)=3x> x*+2x3 +x + 1
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Interesante:

En la practica, en lugar de hallar las soluciones de una ecuacién de grado mayor que uno, se hallan,
con el uso de las computadoras, aproximaciones de las soluciones utilizando métodos que tienen
una precisién impresionante.

Multiplicacién de funciones polinGmicas

Para multiplicar las funciones polindmicas f(x) = x> -4 y g(x)= 2x? - 3x + 1, se puede proceder de la siguiente
manera:

Se ordenan los polinomios en forma decreciente con relacion
al exponente de la variable.

2 2
Se multiplica cada término del primer polinomio por cada ()Hﬁ -4) (2x7 - 3x + 1)

g 3 o |
término del segundo polinomio, usando la regla x' e X = x"y 5)(4 ?;Lx?’ ;2
la regla de los signos para los productos de los coeficientes.
Finalmente al sumar los términos semejantes queda: f(x) e g(x)= 2x* - 3x3 - 7x %+ 12 x - 4

Interesante:
Otra forma de hallar el producto de dos polinomios es operar con los coeficientes, por ejemplo:
(3x% - 2x3 + 3x - 8) » (x? + 5x - 1).

« Ordenar y completar con ceros los términos 3 0 -2 0 3 -8
que faltan. 1 5 1

e Multiplicar cada uno de los coeficientes del -3 0 2 0 3 8
segundo polinomio por cada uno de los del 15 0 -10 0 15 -40
primero. 3 0 -2 0 3 -8

» Sumar ordenadamente, tal como se muestra 3 15 -5 -10 5 7 43 8

en la disposicién de la derecha.

(3x% - 2x3 + 3x - 8) (X% + 5x - 1) = 3x” + 15x® - 5x5 -10x* + 5x3 + 7x? -43x +8

Interesante:

La adicion y la multiplicacién de funciones polinémicas verifican las misma propiedades
de la adicion y la multiplicacién de nameros enteros.

La funcion polinémica idénticamente nula 0 = 0x" + 0x™! + ... + 0 es el elemento
neutro para la adicion.

La funcion polindmica constante f(x) = 1 es el elemento neutro para la multiplicacion.

En los enteros, por ejemplo, no existe ningln nimero que multiplicado por 3 dé como  |hverso

Morelia hoy. Carlos Espejel Cruz.

resultado 1. Andlogamente a lo que sucede con la multiplicacion de nimeros enteros,  wwwespejel.com
en las funciones polinémicas no todo elemento tiene inverso multiplicativo.

RETOS:

a) Hallar las funciones polinémicas f(x) y g(x) tal que su producto sea igual a x> - 3x + %

b) Hallar la suma de dos funciones polin6micas cuya suma sea la funcion polindmica idénticamente
nula.
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Raiz de nopal

Funciones polindmicas

Divisién de funciones polinémicas: Teorema del resto

En el conjunto de los niUmeros En el conjunto de las funciones
enteros se tiene: polinébmicas se tiene:

Dados dos numeros ay b # 0, Dadas dos funciones polinémicas
llamados dividendo y divisor, f(x), g(x) # 0, existen dos funciones
respectivamente, existen otros dos polinbmicas q(x) y r(x) tales que:
nameros enteros, q y r, llamados fX)=g(x) - qx) +r(x) «——
cociente y resto, tales que: donde r(x) = 0 o el grado de r(x) es
a=beqg+r,con0<sr<hb. menor que el grado de g(x).

Raices de funciones polinémicas

De la misma manera que hemos considerado raices de polinomios de grados 1, 2, 3y 4, podemos
considerar raices de polinomios en general: si f(x) es una funcién polinémicay a es un numero para
el cual f(a) = 0, se dice que a es una raiz de la funcion f(x).

De esta manera, si f(x) es una funcién polindmica de grado mayor o igual que 1, al dividirla por x-a se
tiene:

fx) = (x-a)-qx) + r(x)

y al reemplazar x por a, como a - a = 0, queda:
f(a) = r(a)

Si f(a) = 0 entonces r(a) = 0, y como el grado de r(x) es menor que 1 entonces r(x) es constante e igual
a 0. Luego, si a es una raiz de f(x) entonces f(x) es divisible por x-a.

El gran matematico aleman Carl Friedrich Gauss, conocido como El principe de
las Matematicas, realiz6 cuatro demostraciones diferentes del hoy conocido
Teorema Fundamental del Algebra, en el que se asegura que toda ecuacion
algebraica siempre tiene una raiz. La primera de sus demostraciones la realizo
en su tesis doctoral en el aflo 1799. Con este teorema se garantiza la existencia
de raices, mas no se indica como hallar las soluciones. Esto es lo que en matematica
se llama un Teorema de Existencia.

Interesante:

Una aplicacion importante de las funciones polindmicas radica en su utilidad para
el calculo aproximado, usando sélo sumas, productos y potencias enteras de
numeros. De hecho, las calculadoras usan las funciones polinémicas para hacer
aproximaciones. Por ejemplo, para calcular valores aproximados del nimero
€=2,71828182..., usado en los logaritmos neperianos, se considera la funcion
olinbmica:

P _ X2, x° X

p.(X)=1l+Xx+-+"- +. ..+

n 2 32 n!
] . ) ] ) John Neper

tomando el valor x = 1. La aproximacién que se obtiene es mejor a medida que  Escoces (1550- 1617).

n aumenta:

n

n=1-2-3...-n

Reto:
¢Para cual valor de x toma su menor valor la siguiente funcién polinémica?
f(x) =(2x-4)x+1)-x+2-5x-2)
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Final Fantasy Columbia Pictures (2001)
Pelicula realizada totalmente a través de computadores
Este es un detalle de |a cara de la protagonista digital Aki

Ross.

Polinomios y tecnologia

Existen unas funciones, denominadas splines, que son utilizadas
para aproximar curvas. En varios programas de computadoras se
usan para construir graficos en 2D (dos dimensiones), 3D (tres
dimensiones), animaciones, ondas de audio y otros. Estas funciones
se construyen uniendo puntos, yuxtaponiendo trozos de polinomios
gue pasan por estos puntos. A los splines se les asigha un grado
de acuerdo al grado de los polinomios que se utilizan.

spline de grado 1

Yuxtaposicion de segmentos
Polinomios de grado 1

\J

{ .

spline de grado 2

Yuxtaposicion de trozos de polinomios de grado 2.
Por cada tres puntos en cada uno de estos cuadros
pasa la gréafica de un polinomio de grado 2

En el caso del spline de grado 3, se yuxtaponen los polinomios de grado 3 que unen grupos de

4 puntos.

La utilidad de estas funciones radica en que son faciles de manipular,
ya que para hacer modificaciones de las mismas basta con alterar
los coeficientes de los trozos de polinomios que estan
interconectados. De esta manera podemos editar gréaficas,
animaciones u ondas sonoras.

Un segmento tiene una
ecuacion del tipoy =ax + b
donde x varia entre ciertos
valores.

Si aumentamos el coeficiente b el

segmento se ubicaria mas arriba. Si | g;j
lo disminuimos el segmento se (pendiente) se produciria una rotacion

desplazaria hacia abajo. del segmento.

\\\
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Polinomios y tecnologia

Observa los movimientos de un trozo de parabola de ecuacion
y=ax?+bx+c X SX<X

cuando se hacen variar los coeficientes.

Al se obtiene
Al modificar el valor de c se produce Al modificar se produce una contraccion o dilatacién de la
una traslacién vertical de la curva una rotacion de la curva. abertura de la curva

A A

(¢}
*
3
*

\ g
N

N

D\

(0

ay b fijos ay c fijos by c fijos

AUDIO

Los programas de edicion de audio
usan los splines para aproximar
la onda sonora y luego producir
efectos sobre el audio como:
modificar el volumen, agregar eco,
reverberacion, distorsion, eliminar
ruidos, ecualizacion, entre otros.

ANIMACION

En las animaciones se crea una
malla basada en splines, sobre la
figura que se desea animar. Al
modificar los coeficientes de los
polinomios se crea un efecto de
movimiento.

De igual manera, los programas
de disefio grafico utilizan splines
para dibujar curvas.
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