
Puente Angostura sobre el río Orinoco,
estado Bolívar, Venezuela.

Sistema de ecuaciones

El 6 de Enero de 1967 fue inaugurado el Puente Angostura
sobre el río Orinoco, cuya longitud total es de 1 678,5 metros.
Su parte colgante está conformada por dos cuerpos laterales
 y un cuerpo central.



Ecuaciones lineales con tres incógnitas
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Así como se estudian las ecuaciones lineales con dos incógnitas, hay múltiples
situaciones que conducen a plantear ecuaciones lineales con tres o más incógnitas.

Por ejemplo, las edades de los miembros de algunas familias suman 60 años.

Si designamos por p la edad del padre, por m la edad de la madre y por h la edad
del hijo, tenemos que:

p + m + h = 60 Ecuación lineal con tres incógnitas

Observa que p, m y h son variables. Los valores de dos de ellas determinan el
valor de la tercera.

En general, una ecuación lineal con tres incógnitas es una igualdad de la forma

ax + by + cz = d

donde a, b, c y d son números reales, con a, b y c no todos nulos.

Una solución de la ecuación ax + by + cz = d es una terna de números reales
(x0, y0, z0) que la satisface.

Padre, madre e hijo
Plaza del Louvre, Paris, Francia.

Rubens, su esposa
Helena Fourment, y su
hijo Peter Paul.
Peter Paul Rubens.
Pintor flamenco
(1577-1640).

Una misma expresión tiene diferentes representaciones, dependiendo del conjunto en consideración: , 2, 3...

EN LA RECTA EN EL PLANO EN EL ESPACIO

La expresión x = 3 corresponde, en
la recta, al punto de abscisa 3.

En el espacio, la expresión x = 3
representa el plano que pasa por el punto
(3, 0, 0) y es paralelo al plano yz.

En el plano, la expresión x = 3
corresponde a los puntos de la recta
paralela al eje y que pasa por el punto
(3, 0).

x1 2 3 40

x = 3

y

x1 2 3 40

x = 3

z

x

1

2

3

0

x = 3

y

En la región de mesopotamia se desarrollaron civilizaciones de las más prolíficas de la antigüedad
en invenciones. Allí se conoció el uso de la escritura, de la rueda y de metales. Hace cerca de 4 000
años, los matemáticos babilonios resolvían ecuaciones de primer y segundo grado y algunos
tipos de ecuaciones cúbicas y bicuadráticas. También resolvían ciertos sistemas de dos
ecuaciones con dos incógnitas, por ejemplo: en notación actual x2 + y2 =       e y =       referidos
a un problema de áreas de cuadrados.

Las incógnitas venían representadas por palabras como “longitud”, “ancho”, “área” y “volumen”,
utilizadas, probablemente, en sentido abstracto por la forma como operaban con ellas.
Asimismo, otras civilizaciones de la antigüedad, como la egipcia y la china, resolvieron algunos
sistemas de ecuaciones.

85
4

6x
7

Tableta babilónica que
contiene problemas que
se resuelven mediante
ecuaciones de segundo

grado.



El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) forma parte del álgebra lineal, área ésta cuyo uso se ha expandido
a las diversas ciencias utilizadoras de la matemática: la economía, la ingeniería, la física, la química, etc. Este tipo de
“universalidad” del álgebra lineal tomó realmente auge a partir de la década 1920-1930.

Desde la antigüedad, en civilizaciones occidentales y orientales, existían técnicas de eliminación y de sustitución para
resolver tales SEL.

Sin embargo, fue solamente a partir de la segunda mitad del siglo XVIII, con un trabajo de Leonhard Euler y otro de Gabriel
Cramer, en 1750, en los que se comenzó a investigar sobre los SEL como objeto de estudio en sí mismos.
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Balanza siglo XVIII.

Supongamos que las tres balanzas, A, B y C, que se muestran en la figura,
están en equilibrio y se quiere hallar el peso de cada uno de los objetos:

35

x + y + z = 35

A

3x + 3z = 4y

B

3z + 4y = 7x

C

Si designamos los pesos de la esfera, el cilindro y el cono, en gramos, por
x, y, z, respectivamente, se pueden escribir las ecuaciones:

x + y + z = 35

3x–4y + 3z = 0

7x–4y–3z = 0

que es un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas.

En general, un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas es
de la forma:

a1x + b1y + c1z = d1

a2x + b2y + c2z = d2

a3x + b3y + c3z = d3

En cada una de las ecuaciones del sistema, por lo menos uno de los
coeficientes de las incógnitas es diferente de cero.

Una solución común de estas ecuaciones, si existe, es una terna de números
reales (x0, y0, z0) tal que satisface simultáneamente las tres ecuaciones:

a1x0 + b1y0 + c1z0 = d1

a2x0 + b2y0 + c2z0 = d2

a3x0 + b3y0 + c3z0 = d3

x y z

Esfera – Cilindro - Cono



1 y 2 se intersecan con 3 en la recta r.
El sistema es compatible indeterminado.

1 y 2 son paralelos con  3.
El sistema es incompatible.

1= 2

3

r

3

1= 2

Tres ecuaciones lineales con tres incógnitas
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Si representamos gráficamente un sistema de tres ecuaciones, cada una de éstas corresponde a un plano
en el espacio de tres dimensiones. Si 1, 2 y 3 son los planos que describen las ecuaciones del
sistema, hay las siguientes posibilidades:

• 1, 2 y 3 son diferentes.

• Dos de ellos coinciden (por ejemplo, 1 coincide con 2 y 3 es diferente).

• 1, 2 y 3 coinciden.

Analicemos cada situación:

Los tres planos son diferentes

Los tres planos 1, 2 y 3 tienen un único punto común.
El sistema es compatible determinado

(tiene solución única).

Los planos 1, 2 y 3 se intersecan en la recta común
r. El sistema es compatible indeterminado

(tiene infinitas soluciones).

Los tres planos son paralelos.
El sistema es incompatible.

1

2

3

Los planos 1 y 2 se intersecan en la recta r
 y el plano 3 no corta a r.

El sistema es incompatible (no tiene soluciones).

3

2

1

r

1

2

3

r

1

2

3

A

Dos planos coinciden y el tercer plano es diferente
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Los tres planos coinciden.
El sistema es compatible indeterminado.

1 = 2 = 3

Gráficamente
Se representan en un sistema de
coordenadas cartesianas los
planos que corresponden a las
ecuaciones del sistema, y se
determinan, con la mayor precisión
posible, las coordenadas de los
puntos de corte, en caso de que
existan.

Analíticamente
Usando métodos algebraicos: por
igualación, sustitución o
reducción, se puede llegar a un
sistema “más pequeño” (esto es,
con una incógnita menos) y se
resuelve entonces un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos
incógnitas. Además, se pueden
aplicar métodos que emplean
matrices o determinantes.

Varios programas
informáticos (Maple, Matlab,
Mathematica,...) permiten
resolver sistemas de
ecuaciones.

En el tratado de matemática más importante de China, el que ejerció mayor influencia,
titulado “El arte matemático en nueve secciones” (Zhui Zhang Suan Shu, s. III a.C.),
en su sección octava (Faang-Ch’êng, que significa ecuación) se relacionan ecuaciones
lineales simultáneas como el siguiente sistema (en notación actual):

3x + 2y + z = 39

2x + 3y + z = 34

x + 2y + 3z = 26

Operando sobre ese sistema lo reducen al 36z = 99, 5y + z = 24, 3x + 2y + z = 39,
de dónde calculan los valores para x, y, z.



Solución al problema de las balanzas
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Gráficamente
Aquí se presenta una gráfica de los tres planos y se observa que la solución del
sistema (x0 , y0 , z0) verifica:

11,9 < x0 < 12,1    14,95 <  y0 <15,05   7,8 <  z0  <8,2

x0 ≈ 12,  y0 ≈15,  z0 ≈ 8

z

7,4

14,95
15,0

15,05

7,6

7,8

8,0

8,2

8,4

8,6

12,1
12,2

12,0
11,9

11,814,9

x
y

Ilustremos el método de sustitución.

Despejemos, en alguna ecuación, una de las incógnitas en función
de las otras, por ejemplo x en la ecuación (1).

Reemplacemos la incógnita x por la expresión obtenida en las
otras ecuaciones (2) y (3).

Simplifiquemos y resolvemos un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incógnitas.

Reemplacemos los valores de las incógnitas y, z en la ecuación
(1’) para calcular x.

x + y + z = 35 (1)

3x - 4y + 3z = 0 (2)

7x - 4y - 3z = 0 (3)

x = 35 - (y + z) (1’)

3 [35 - (y+z)] - 4y + 3z = 0 (2)

7 [35 - (y+z)] - 4y - 3z = 0 (3)

7y = 105

11y + 10z = 245

Solución:
y= 15 z=8
(1’): x= 35 - (15+8)

x=12
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Tengo que pensarlo
Distancia recorrida
En la figura de la izquierda tenemos un plano con una rejilla
de cuadrados (de 1 m x 1 m). Si marcamos un punto de
partida P en algún nodo de la rejilla y colocamos un punto
de llegada F en otro nodo ¿cuál es la ruta más corta que
debemos recorrer de P a F, si al estar en un nodo sólo
podemos movernos al adyacente  a la derecha, hacia arriba
verticalmente  o diagonalmente?  ¿Cuánto mide esa ruta?
¿es la única?

En la figura de la derecha se plantea una situación similar en un sistema
de coordenadas polares. Las circunferencias consecutivas tienen una
diferencia de radios de 1 m que es el radio de la circunferencia más
pequeña; y los segmentos las dividen en 8 partes iguales. Los movimientos
permitidos son a un nodo adyacente yendo por un arco de circunferencia
o por un segmento que une dos circunferencias consecutivas.

y

x

Coordenadas de un punto
Indica en un sistema de coordenadas cartesianas los puntos P(1,2) y
Q(9,6). Sobre el segmento PQ se marcan tres puntos A, B y C, de tal
forma que el segmento PQ queda dividido en cuatro partes iguales.
Determina las coordenadas del punto C.

y

x

Q

P

A

B

C

Un sistema no lineal
Las áreas de las caras de un paralelepípedo  rectangular, en centímetros
cuadrados, son 6, 8 y 27. ¿Cuáles son las longitudes de las aristas?

En el Metro
Supongamos que para los viajeros regulares del Metro la empresa propone dos
opciones:

Opción A: Pagar cada viaje con tarifa completa, es decir, Bs. 400 por viaje.

Opción B: Comprar un abono de Bs. 5 000 y pagar cada viaje a mitad de tarifa,
es decir, Bs. 200 por viaje, para lo cual debe comprar una tarjeta de Bs. 5 000.

¿A partir de cuántos viajes resulta la opción B preferible a la opción A?

6
8

27

RESPUESTAS:

Distancia recorrida: a. (5   2 + 1)m. b. La ruta más corta es: partir de P y llegar al centro O de la circunferencia mas pequeña
moviéndose por el segmento que une  P y  O, luego se llega a F recorriendo el segmento OF. Esta ruta mide 13 m.

Coordenadas del punto C(7, 5).

Un sistema no lineal: L1=4/3 cm, L2=9/2 cm, L3=6 cm.

En el Metro: 25 viajes.

a

b

O

P

F
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Juego: ¿Quién llega primero?

Materiales
Una hoja de papel cuadriculado
Un lápiz o un bolígrafo
Una regla
Una moneda o un dado

Preparación del juego
Con la regla y el lápiz alguno de los
jugadores dibuja un sistema de
coordenadas rectangulares y marca un
punto P de partida en algún nodo de la
rejilla del papel, indicando sus
coordenadas. El otro jugador marca un
punto F de llegada en otro nodo,
señalando sus coordenadas.

En la figura las coordenadas de P son
(0,5 ; -0,5) y las del punto F son (6 , 6).

Forma de jugar
Este juego lo realizan dos jugadores.

Lanzando la moneda o el dado (o por otro medio) se decide quién inicia el juego.

El jugador que inicia el juego debe marcar con el lápiz en un nodo adyacente al punto P, señalando las
coordenadas del nuevo punto.

El segundo jugador debe  seleccionar un punto adyacente al punto elegido por el primero, indicando sus
coordenadas y marcándolo con el lápiz.

Gana el jugador que marque primero el punto F.

Inventa nuevas variantes de ¿quién llega primero? o trata de hacer un juego similar en un sistema de
coordenadas polares o que te permita siempre ganar.

y

x

F

0


