Puente Angostura sobre el rio Orinoco,
estado Bolivar, Venezuela.

El 6 de Enero de 1967 fue inaugurado el Puente Angostura
sobre el rio Orinoco, cuya longitud total es de 1 678,5 metros.
Su parte colgante esta conformada por dos cuerpos laterales
y un cuerpo central.
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Asi como se estudian las ecuaciones lineales con dos incognitas, hay multiples
situaciones que conducen a plantear ecuaciones lineales con tres 0 mas incognitas.

Por ejemplo, las edades de los miembros de algunas familias suman 60 afos.

Si designamos por p la edad del padre, por m la edad de la madre y por h la edad
del hijo, tenemos que:

p +m+ h =60 «—— Ecuacion lineal con tres incognitas

Observa que p, my h son variables. Los valores de dos de ellas determinan el
valor de la tercera.

En general, una ecuacion lineal con tres incognitas es una igualdad de la forma
ax+by+cz=d

donde a, b, c y d son nimeros reales, con a, b y ¢ no todos nulos.

Rubens, su esposa

Una solucion de la ecuacion ax + by + cz = d es una terna de nimeros reales i Helena Fourment. y su
. - N ijo Peter Paul.

(XO, y01 Zo) que Ia Sa“Sface- h ] Peter Paul Rubens.
p Pintor flamenco

(1577-1640).

Interesante:

Una misma expresion tiene diferentes representaciones, dependiendo del conjunto en consideracion: R, R?, R®...

EN LA RECTA EN EL PLANO EN EL ESPACIO
Y A ‘ T x=3
3 3 /):6 ----------------- I
X = X = L y
| | | \lr L~ | | L~ //li
R 0 T 5 4 y
3
La expresion x = 3 corresponde, en En el plano, la expresion x = 3 En el espacio, la expresion x = 3

corresponde a los puntos de la recta
paralela al eje y que pasa por el punto
(3,0).

representa el plano que pasa por el punto
(3, 0, 0) y es paralelo al plano yz.

la recta, al punto de abscisa 3.

En la region de mesopotamia se desarrollaron civilizaciones de las mas prolificas de la antigiiedad
en invenciones. Alli se conocio el uso de la escritura, de la rueda y de metales. Hace cerca de 4 000
afios, los matematicos babilonios resolvian ecuaciones de primer y segundo grado y algunos
tipos de ecuaciones cubicas y bicuadraticas. También resolvian ciertos sistemas de dos
ecuaciones con dos incégnitas, por ejemplo: en notacién actual x? + y? = % ey= % referidos
a un problema de areas de cuadrados. '

Las incégnitas venian representadas por palabras como “longitud”, “ancho”, “area” y “volumen”,

utilizadas, probablemente, en sentido abstracto por la forma como operaban con ellas. Tableta babilonica que

. Lo . - .. . . contiene problemas que
Asimismo, otras civilizaciones de la antigiedad, como la egipcia y la china, resolvieron algunos se resuelven mediante

: : ecuaciones de segundo
sistemas de ecuaciones. grado.
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Balanza siglo XVIII.

Supongamos que las tres balanzas, A, By C, que se muestran en la figura,
estan en equilibrio y se quiere hallar el peso de cada uno de los objetos:

B

Xx+y+z=35 3x +3z =4y 3z +4y = 7X
D
o y
Esfera — Cilindro - Cono

Si designamos los pesos de la esfera, el cilindro y el cono, en gramos, por
X, Y, Z, respectivamente, se pueden escribir las ecuaciones:

X+y+z=35
3x-4y + 3z =0
7x—4y-3z =0

que es un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas.

En general, un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas es
de la forma:

ax+by+cz=d;
ax+by+c,z=d,

ax + by +cyz=d,

En cada una de las ecuaciones del sistema, por lo menos uno de los
coeficientes de las incAgnitas es diferente de cero.

Una solucién comun de estas ecuaciones, si existe, es una terna de nimeros
reales (x,, Yo, Z,) tal que satisface simultaneamente las tres ecuaciones:
a,Xo + byyy + ¢,z =d;
a,Xy + byyy +¢,z5 = d,

a3Xy + bayy + €3z = dj

¢SABIAS QUES:-2

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) forma parte del algebra lineal, area ésta cuyo uso se ha expandido
a las diversas ciencias utilizadoras de la matematica: la economia, la ingenieria, la fisica, la quimica, etc. Este tipo de
“universalidad” del algebra lineal tomo realmente auge a partir de la década 1920-1930.

Desde la antigiedad, en civilizaciones occidentales y orientales, existian técnicas de eliminacion y de sustitucion para
resolver tales SEL.

Sin embargo, fue solamente a partir de la segunda mitad del siglo XVIII, con un trabajo de Leonhard Euler y otro de Gabriel
Cramer, en 1750, en los que se comenzo a investigar sobre los SEL como objeto de estudio en si mismos.
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Tres ecuaciones lineales con tres incognitas

Si representamos graficamente un sistema de tres ecuaciones, cada una de éstas corresponde a un plano
en el espacio de tres dimensiones. Si O, O, y O, son los planos que describen las ecuaciones del

sistema, hay las siguientes posibilidades:
« A, A,y O, son diferentes.

* Dos de ellos coinciden (por ejemplo, O, coincide con O, y 0., es diferente).

cQ, A,y O, coinciden.

Analicemos cada situacion:

Los tres planos son diferentes

Los tres planos a,, a, Y a4 tienen un tnico punto comun.
El sistema es compatible determinado
(tiene solucién Gnica).

\

/:/
Clzl

\

Y

Los planos a, y o, se intersecan en la recta r
y el plano a; no corta ar.
El sistema es incompatible (no tiene soluciones).

Los planos a,, a, y a, se intersecan en la recta comin
r. El sistema es compatible indeterminado
(tiene infinitas soluciones).

/
444

/

{

Los tres planos son paralelos.
El sistema es incompatible.

Dos planos coinciden y el

g

a,ya, se intersecan con o, €en larectar.
El sistema es compatible indeterminado.

tercer plano es diferente < /
Vv

N N
e\

a, y o, son paralelos con a,.
El sistema es incompatible.
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Los tres planos coinciden

Los tres planos coinciden.

El sistema es compatible indeterminado.

¢COmo se resuelve un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas?

N

Graficamente

coordenadas cartesianas los
planos que corresponden a las
ecuaciones del sistema, y se

posible, las coordenadas de los

existan.

Se representan en un sistema de

determinan, con la mayor precision

puntos de corte, en caso de que

JSABIASIQUESS2

En el tratado de matematica mas importante de China, el que ejercido mayor influencia,
titulado “El arte mateméatico en nueve secciones” (Zhui Zhang Suan Shu, s. lll a.C.),
en su seccion octava (Faang-Ch’éng, que significa ecuacién) se relacionan ecuaciones

Varios programas
informaticos (Maple, Matlab,
Mathematica,...) permiten
resolver sistemas de
ecuaciones.

lineales simultaneas como el siguiente sistema (en notacion actual):

3x +2y +z=39
2x+3y +z =34
X+ 2y +3z=26

Operando sobre ese sistema lo reducen al 36z = 99, by + z = 24, 3x + 2y + z = 39,
de dénde calculan los valores para x, y, z.

N

Analiticamente

Usando métodos algebraicos: por
igualacion, sustitucion o
reduccion, se puede llegar a un
sistema “mas pequefio” (esto es,
con una incégnita menos) y se
resuelve entonces un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos
incognitas. Ademas, se pueden
aplicar métodos que emplean
matrices o determinantes.

Ereis

B
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Solucion al problema de las balanzas

Graficamente

Aqui se presenta una gréafica de los tres planos y se observa que la solucién del
sistema (X, , Y, » Z,) verifica:

119<x,<121 14,95< y, <1505 7,8< z, <8,2

X,=12, y, =15, z,=8

Analiticamente 12,2

llustremos el método de sustitucion. Xx+y+z=35 (1)
3x-4y+3z=0 (2)
7x-4y-3z=0 3)

Despejemos, en alguna ecuacion, una de las incégnitas en funcion x=35-(y+2) (1)
de las otras, por ejemplo x en la ecuacion (1).

Reemplacemos la incAgnita x por la expresion obtenida en las 3[35-(y+2)]-4y+3z=0 (2)
otras ecuaciones (2) y (3). 735 - (y+2)] - 4y -32=0 (3)

Simplifiquemos y resolvemos un sistema de dos ecuaciones lineales 7y = 105
con dos incognitas. 11y + 10z = 245

Reemplacemos los valores de las incégnitas y, z en la ecuacion Solucion:
(1) para calcular x. y=15 z=8
(1): x=35-(15+8)

x=12
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Tengo que pensarlo

Distancia recorrida

= 2 En la figura de la izquierda tenemos un plano con una rejilla
4 de cuadrados (de 1 m x 1 m). Si marcamos un punto de
partida P en algin nodo de la rejilla y colocamos un punto
de llegada F en otro nodo ¢ cudl es la ruta mas corta que
debemos recorrer de P a F, si al estar en un nodo sélo
podemos movernos al adyacente a la derecha, hacia arriba
verticalmente o diagonalmente? ¢Cuanto mide esa ruta?
PT » c¢esladunica?
X

D En la figura de la derecha se plantea una situacién similar en un sistema
de coordenadas polares. Las circunferencias consecutivas tienen una
diferencia de radios de 1 m que es el radio de la circunferencia mas
pequefia; y los segmentos las dividen en 8 partes iguales. Los movimientos
permitidos son a un nodo adyacente yendo por un arco de circunferencia
0 por un segmento que une dos circunferencias consecutivas.

Coordenadas de un punto

Indica en un sistema de coordenadas cartesianas los puntos P(1,2) y
Q(9,6). Sobre el segmento PQ se marcan tres puntos A, By C, de tal
forma que el segmento PQ queda dividido en cuatro partes iguales.
Determina las coordenadas del punto C.

Un sistema no lineal

Las areas de las caras de un paralelepipedo rectangular, en centimetros
cuadrados, son 6, 8y 27. ¢ Cuales son las longitudes de las aristas?

27

En el Metro

Supongamos que para los viajeros regulares del Metro la empresa propone dos
opciones:

Opcion A: Pagar cada viaje con tarifa completa, es decir, Bs. 400 por viaje.

Opcion B: Comprar un abono de Bs. 5 000 y pagar cada viaje a mitad de tarifa,
es decir, Bs. 200 por viaje, para lo cual debe comprar una tarjeta de Bs. 5 000.

¢ A partir de cuantos viajes resulta la opcion B preferible a la opcion A?

RESPUESTAS:

Distancia recorrida: a. (5V/2 + 1)m. b. La ruta mas corta es: partir de P y llegar al centro O de la circunferencia mas pequefia
moviéndose por el segmento que une Py O, luego se llega a F recorriendo el segmento OF. Esta ruta mide 13 m.

Coordenadas del punto C(7, 5).
Un sistema no lineal: L1=4/3 cm, L2=9/2 cm, L3=6 cm.
En el Metro: 25 viajes.
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Juego: ¢Quieén llega primero?

Materiales

Una hoja de papel cuadriculado
Un lapiz o un boligrafo

Una regla

Una moneda o un dado

Preparacion del juego

Con lareglay el lapiz alguno de los
jugadores dibuja un sistema de
coordenadas rectangulares y marca un
punto P de partida en algun nodo de la
rejilla del papel, indicando sus
coordenadas. El otro jugador marca un
punto F de llegada en otro nodo,
seflalando sus coordenadas.

En la figura las coordenadas de P son
(0,5; -0,5) y las del punto F son (6 , 6).

ol 4

Forma de jugar T
Este juego lo realizan dos jugadores.
Lanzando la moneda o el dado (o por otro medio) se decide quién inicia el juego.

El jugador que inicia el juego debe marcar con el I4piz en un nodo adyacente al punto P, sefialando las
coordenadas del nuevo punto.

El segundo jugador debe seleccionar un punto adyacente al punto elegido por el primero, indicando sus
coordenadas y marcandolo con el lapiz.

Gana el jugador que marque primero el punto F.

Inventa nuevas variantes de ¢ quién llega primero? o trata de hacer un juego similar en un sistema de
coordenadas polares o que te permita siempre ganar.
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